
細い直線的な弾性体の固有振動

Albert RODRÍGUEZ MULET (北海道大学大学院理学院数学専攻博士課程)∗

以下の主結果は神保秀一氏（北大理）との共同研究による.

1. 序
Ω ⊆ R3を領域とする．Ωの形をしている弾性体における振動を考える．u = (u1, u2, u3) :

Ω → R3を振動に対応する変位ベクトル場とする．λ1, λ2 > 0を弾性体の材質に依存す
る実定数とする．λ1は物体の伸縮反発を表し，λ2は物体が捩られるときの反発に対応
する量である．次にテンソル e(u)とσ(u)を以下のように定義する．

e(u) = (eij(u))1≤i,j≤3 =

(
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

))
1≤i,j≤3

,

σ(u) = λ1 tr(e(u)) Id3+2λ2e(u).

ここで， trは行列のトレースであり，Id3は３次の単位行列である．e(u)は線型歪みテ
ンソル (linearized strain tensor)と呼び，σ(u)は一様等方的な弾性体のHookeの法則に
よる応力テンソル (stress tensor)である．そして，ラメ作用素は次のように定義する．

L[u] = div(σ(u)), i.e. (L[u])i =
3∑

j=1

∂

∂xj

σij(u) (1 ≤ i, j ≤ 3).

ラメ作用素は 2階楕円型作用素であることを示すことができる．このとき，弾性体に
おける振動は下記の波動方程式で表すことができる．

ρ
∂2u

∂t2
= L[u]. (1)

ここで，ρ > 0は密度である．
これから，ρ = 1とし，振動は時間周期的振動であることを仮定する．周期を 2π√

µ
と

おき，u(x, t) = ei
√
µtv(x)とする．すると，(1)は固有値問題

L[v] + µv = 0 (2)

となる．
弾性体についてはCiarlet [1]には板の形にした弾性体の研究が載っている．こういう

形を解析すると，地球の表面における地震の研究に応用がある．そして，更に正確に
研究するために，地球の表面は平坦ではなく曲がっていると考えられる．故に次の一
歩として弾性体がシェルの形をしている時についても書いてある．
一方，建物における振動を調べるために，建物が板や棒で構成されていると考えら

れる (例えばCioranescu-Saint Jean Paulin [2]を参照)．そのため，柱の場合はCiarlet

氏の研究と関連している．
他にも，Maz’ya-Nazarov-Plamenevskij [5]などにラメ作用素などを含む２階楕円型

作用素領域変形問題の様々な境界条件の場合について書かれている．
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本発表で扱う場合の準備を始める．先ず，小さいパラメータ ε > 0に依存する領域
Ωεを定式化する．そのために，集合S， s

(+)
1 ， s

(−)
1 ， s2を

S = {(z1, z2, z3) ∈ R3 | z21 + z22 < 1, 0 < z3 < l},

s
(+)
1 = {(z1, z2, l) ∈ R3 | z21 + z22 ≤ 1},

s
(−)
1 = {(z1, z2, 0) ∈ R3 | z21 + z22 ≤ 1},
s2 = {(z1, z2, z3) ∈ R3 | z21 + z22 = 1, 0 < z3 < l}.

ここで，l > 0は円柱の高さである．これから，F : R3 → R3を充分滑らかな微分同相
写像とし，次の性質を満たすように取る．

• F (z) = (F1(z), F2(z), z3) (z = (z1, z2, z3) ∈ S).

• Fi(0, 0, z3) = 0 (i = 1, 2, 0 ≤ z3 ≤ l).

• 任意の z ∈ Sに対しFのJacobian行列式は正である．

F ε(z) = (εF1(z), εF2(z), z3)と定め，次の集合を考える．

Ωε = F ε(S), Γ
(+)
1,ε = F ε(s

(+)
1 ), Γ

(−)
1,ε = F ε(s

(−)
1 ), Γ2,ε = F ε(s2).

Ωεが細い柱状の弾性体に相当する．
本講演ではu : Ωε → R3を変位ベクトル場とし，ε → 0のとき，次の固有値問題の固

有値や固有関数の漸近挙動を考える．
L[u] + µu = 0 in Ωε,

u = 0 on Γ
(+)
1,ε ∪ Γ

(−)
1,ε ,

σ(u) ν = 0 on Γ2,ε.

(3)

ここで，νはΓ2,ε上の外向き単位法線ベクトルである．こういう問題が工学の視点から
研究されているが，厳密で数学的な研究は多くない．

2. 準備
主結果を述べるために，必要な準備をする．先ず，B = {(z1, z2) ∈ R2 | z21 + z22 < 1}，
z′ = (z1, z2)，dz′ = dz1dz2とし，F の Jacobian行列を J(z) =

(
∂Fi

∂zj

)
1≤i,j≤3

と書き，

その行列式を J∗(z) = det(J(z)) とする．このとき，以下のように関数 H，Ki，Aij

(1 ≤ i, j ≤ j)を定義する．

H = H(z3) =

∫
B

J∗(z
′, z3)dz

′, Ki = Ki(z3) =

∫
B

Fi(z
′, z3)J∗(z

′, z3)dz
′,

Aij = Aij(z3) =

∫
B

Fi(z
′, z3)Fj(z

′, z3)J∗(z
′, z3)dz

′ (z3 ∈ [0, l]) .

そして，Y = λ2(3λ1+2λ2)
λ1+λ2

もおく．

注意 2.1. 行列 (Aij)1≤i,j,≤2は（任意の0 ≤ z3 ≤ l)に対し）正定値実対称行列となる．

更に，固有値問題 (3)はゼロ以上の実数列からなる固有値

0 ≤ µ1(ε) ≤ µ2(ε) ≤ · · · ≤ µk(ε) ≤ µk+1(ε) ≤ · · ·

を持つことが知られている (Edmunds-Evans [4]などを参照)．



図 1: Ωεの例

3. 主結果
これで，主結果を述べることができる．

定理 3.1 (Both ends with Dirichlet B.C.). k ∈ Nに対し固有値問題 (3)の第k固有値を
µk(ε) とすると，以下が成り立つ．

a) µk(ε) = O(ε2) as ε → 0．

b)

lim
ε→0

µk(ε)

ε2
= Λk.

但し，Λkは4階常微分作用素の固有値問題

Y
d2

dτ 2


(
A11(τ) A12(τ) −K1(τ)

A21(τ) A22(τ) −K2(τ)

)


d2η1
dτ 2

d2η2
dτ 2

dη3
dτ



 = ΛH(τ)

(
η1
η2

)
(0 < τ < l),

d

dτ

(
H(τ)

dη3
dτ

)
=

d

dτ

(
K1(τ)

d2η1
dτ 2

+K2(τ)
d2η2
dτ 2

)
ηi(0) = ηi(l) = 0 (i = 1, 2, 3),
dηi
dτ

(0) =
dηi
dτ

(l) = 0 (i = 1, 2),

の第k固有値である．

Ωεが半径 εの円柱の場合は橋本浩平氏の [6]で議論され，低周波の固有振動について
研究された．この固有値問題における成果をより一般的な範囲で議論する．

注意 3.1. 前述の定理はΩεの両端が固定された場合である．一つの先端を固定し，も
う一つの先端でNeumann境界条件 (u = 0 on Γ

(−)
1,ε，σ(u) ν = 0 on Γ

(+)
1,ε ∪Γ2,ε)を考える

とき，類似な結果が得られる．具体的に，定理3.1-a)と同様に固有値はまたO(ε) = ε2

as ε → 0であり，関数Pi = Pi(τ)をPi(τ) = −Ki(τ)
dη3
dτ

+ Ai1(τ)
d2η1
dτ2

+ Ai2(τ)
d2η2
dτ2
とお

けば，b)の常微分方程式の境界条件が
ηi(0) =

dηi
dτ

(0) = 0, η3(0) =
dη3
dτ

(l) = 0,

Pi(l) =
dPi

dτ
(l) = 0 (i = 1, 2)

に変わる．



4. 例
例としてΩεを半径 εの円柱とする．この場合はFが単位関数であり，

A11 = A22 =
π

4
, K1 = K2 = 0,

A12 = A21 = 0, H = π

となる．従って，η3 = 0を得る (これはK1 = K2 = 0と仮定するときにも得る）．以上
を用い，定理 3.1-b)の常微分方程式の固有値問題が対角化され，単独の常微分方程式
に帰着される．{ζm}+∞

m=1を関数

Z(s) = (es + e−s) cos s− 2, s > 0

のゼロ点とする．すると

{Λk}+∞
k=1 =

{
λ2(3λ1 + 2λ2)

4(λ1 + λ2)

(
ζk
l

)4
}+∞

k=1

となる．更に，円柱の場合は固有値が重複していることも分かる．一方は，Λmに対応
する固有関数χm(τ)は

χm(τ) =(eζm + e−ζm − 2 cos ζm) sin
(
ζm
l
τ
)
+ (2 sin ζm + e−ζm − eζm) cos

(
ζm
l
τ
)

+ (cos ζm − sin ζm − e−ζm) e
ζm
l
τ + (eζm − sin ζm − cos ζm) e

− ζm
l
τ

となる．

図 2: χ1，χ2，χ3，χ4のグラフ

Φk,εをµk(ε)に対応する固有関数とする．ならば Φ̃k,ε(y1, y2, y3) = Φk,ε(εy1, εy2, y3)と
おくと

lim
ε→0

Φ̃k,ε = Φ̃k in L2(F (S),R3)

が成り立つ．ここで

Φ̃k(y1, y2, y3) =

{
Φ̂ k+1

2
(y1, y2, y3) if k 奇数

Φ̂ k
2
(y1, y2, y3) if k 偶数

であり，Φ̂mは

Φ̂m(y1, y2, y3) =

(
c1χm(y3), c2χm(y3),−c1y1

dχm

dy3
(y3)− c2y2

dχm

dy3
(y3)

)
(c1, c2 ∈ R)

を指す．



5. 証明の概略
本節で証明の方針を述べる．

• 変数変換を行い εに依存しない領域Sで計算をする．

• Rayleigh商やMax-Min法を用い固有値µk(ε)の評価を得，オーダーO(ε2)を示す．

• Kornの不等式を使用し，固有関数Φk,εがL2の意味で有界であることを証明する．

• 固有値問題 (3)の弱形式に吟味したテスト関数を代入し，ε → 0とすれば，極限
方程式が分かる．limε→0

µk(ε)
ε2

= Λ̃k と書くと，Λ̃k ≥ Λkを得る．

• またRayleigh商やMax-Min法を使い評価 Λ̃k ≤ Λkを示すことができる．従って
Λ̃k = Λkとなり証明が終わる．
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